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De les dades composicionals a una geometria
euclidiana sobre el simplex

Carles Barcel6 i Vidal

La geometria és I’art de pensar bé i dibuixar
malament.

J. H. Poincaré

Resum: La reflexié sobre la naturalesa de les dades composicionals i sobre la meto-
dologia estadistica especifica per a la seva analisi condueix a la construccid de I'espai
de les composicions i a la seva estructuracié com un espai vectorial euclidia, del qual el
simplex n’és I’espai suport. S'illustren sobre el diagrama ternari alguns dels elements
més caracteristics d’aquesta geometria.
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1 Introduccio

D’acord amb [2], les dades composicionals sén vectors! x X1:::1:%p Y d’ob-
servacions les components dels quals sén valors no negatius que representen
proporcions respecte d'un total. Aixo fa que aquestes components estiguin
sotmeses a la restriccié

X1 xXp 1: Q)

Els condicionaments matematics derivats del fet de treballar posteriorment amb
les logratios de les components d’aquests vectors d’observacions, obliga que les
components X; de les dades composicionals siguin estrictament positives. Aixo
fa que I'espai mostral d’aquest tipus de dades sigui el simplex obert de RP, és
adir

SP fx  XpiiiniXp Yl x1>00:Xp >0 Xg xp 1g: (2

1 En aquest article els vectors es consideren matrius d’una sola columna (vectors-columna).
S'utilitza el simbol ? «prima» per a indicar la transposada d’una matriu.
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Per a la dimensié D 3, les dades del simplex S® es representen sobre els
coneguts diagrames ternaris (figura 1). Aquest tipus de dades les trobem en
la majoria de disciplines quan analitzem dades que sén proporcions. Aixi, les
trobem a la geologia, quan es detalla la composicié quimica d’'un mineral. A
la demografia, quan es donen els percentatges de poblaci6 en els diferents
trams d’edat. A I’economia, quan s’especifica percentualment la distribucio dels
recursos d’'una empresa entre els diferents departaments. | a les matematiques,
quan es treballa amb la distribucié de probabilitat multinomial.

Un exemple interessant procedent de la genetica de poblacions el trobem
en la llei coneguda com a llei d’equilibri de Hardy-Weinberg, formulada fa
més de cent anys. De manera molt simplificada podem dir que aquesta llei
postula que la composicio genética d’una poblacié roman en equilibri mentre
no actui la selecci6 natural ni cap altre factor, i no es produeixi cap mutacio.
D’aquesta manera, després d’'una generacié d’aparellaments a I'atzar, hom
esperaria que les proporcions Xaa, Xap | Xgg dels tres possibles genotips AA,
AB i BB —procedents d’un gen autosomic amb dos allels A i B— s’aproximessin
cap a p?, 2pq i g2, respectivament, on p és la proporcié de I'allel A present
en la poblacié, iqg 1 p la de I'allel B. Aix0 equival a assegurar que la
dada composicional xaa;Xag; Xsg ° hauria d’estar situada «molt a prop» de la
corba del simplex S® d’equacio log xaa logxag 2 logxgs 2log 2 (figura 1).
Aixi, a partir de les dades procedents de [5], hem representat a la figura 1 la
composicio dels genotips MM, MN i NN que determinen els tres grups sanguinis
M, N i MN dels humans (aquesta és una classificacié semblant a la més coneguda
dels grups sanguinis A, B, AB i O) observada en quaranta-nou grups étnics
d’arreu del moén. A la vista d’aquest grafic ens podriem preguntar si aquestes
observacions s’ajusten al que estableix la llei de Hardy-Weinberg.

MM

Figura 1: Composicio dels genotips sanguinis MM, MN i NN observats en
quaranta-nou grups étnics [5]. La corba dibuixada, d’equaci6 log Xum
logxun 2109 Xnn 21log 2, correspon a la llei de I'equilibri de Hardy-
Weinberg.
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La restriccid (1) que caracteritza les dades composicionals complica I'a-
nalisi estadistica d’aquest tipus de dades. Pensem, per exemple, que el fet
de modificar una component qualsevol d’'un vector composicional, provoca
necessariament canvis en una o més de les altres components. Aixo obliga a
replantejar-se el concepte d’'independéncia estocastica quan es treballa amb
vectors aleatoris composicionals. Igualment, el coeficient de correlaci6 entre
dues components X; i Xj d’un conjunt de dades composicionals no pot ser inter-
pretat en la forma habitual. Tal com ja advertia Pearson [14] a final del segle Xix,
el fet que les components tinguin el mateix denominador ja que representen
proporcions respecte d’'un mateix total —és a dir X;  w;= wy Wp
i Xj  Wj=wg Wp , 0N Wi;:::;Wp son les components del vector w
de RP a partir de les quals es calculen els valors relatius— introdueix inevita-
blement una «falsa» 0 «espuria» correlacio entre X; i Xj. Aquestes son només
algunes de les moltes dificultats que impedeixen aplicar I'analisi estadistica es-
tandard quan es treballa amb dades composicionals o, si més no, interpretar-ne
els resultats en la forma habitual. Aitchison [2], en el capitol 3, fa un recull ex-
haustiu d’aquestes dificultats. Durant molt de temps es va aplicar erroniament
la metodologia estadistica estandard en I'analisi de les dades composicionals,
alhora que en ambients cientifics vinculats sobretot a la geologia, per exemple
a[6, 7, 8], es discutia sobre la manera d’interpretar correctament els resultats
de les analisis estadistiques estandard. Cal esperar fins a [1, 2] per a disposar
d’una metodologia especifica per a I'analisi d’aquest tipus de dades, que a partir
d’ara denominarem genéricament amb la sigla CODA (de I'anglés compositional
data analysis). De fet, el missatge del professor Aitchison és ben senzill: «si una
dadax  xi;:::;Xp ° és composicional I’Gnica informacié rellevant que ens
proporciona esta continguda en les ratios X;=x; de les seves components, i no
en els seus valors individuals». Es per aixd que tota la metodologia CODA esta
basada en les ratios x;=x; o, millor dit, en les logratios log x;=xj . En esséncia,
la metodologia CODA es basa a aplicar sobre les dades composicionals diverses
transformacions definides a partir de les logratios de les components i, tot
seguit, aplicar la metodologia estadistica estandard sobre les dades logratio
transformades. Posteriorment als treballs d’Aitchison es va demostrar que
aquesta metodologia CODA basada en transformacions logratio sobre el sim-
plex es podia explicar equivalentment des d’'una Optica més «matematica» a
partir de la seva estructuracié com un espai vectorial euclidia [4, 9].

Alguns autors, en comptes de dades composicionals, utilitzen la terminolo-
gia dades tancades, en referéncia clara a la restricci6é (1). Al nostre entendre
aquesta és una terminologia equivoca com també ho és en certa manera la
definicié donada inicialment, que obliga que la suma de les components sigui
constant igual a u. Suposem, per exemple, que tenim un conjunt de dades

composicionals X; Xit;:i i Xip © i 1;:::;n; D 3 de suma constant
igual a 1 i que, per conveniéncia, nomeés ens interessa treballar amb les dues
primeres components d'aquestes dades, és a dir Xx; XitXi2 0 i 1N .

La suma de les dues components d'aquests vectors X; deixara de ser constant,
pero no per aixo deixaran de ser vectors composicionals atés que les seves com-
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ponents continuen essent proporcions respecte d’un total. Per tant, el caracter
composicional d’'uns vectors de dades no deriva necessariament de la restriccio
(1), que no sempre es compleix, sind de la mateixa naturalesa de les dades. En

informacio. Es per aquest motiu que la restriccié (1) es podria substituir per
la restriccio x; Xp K, per a qualsevol valor k > 0. El valor d’aquesta
constant és irrellevant ja que és igual a 1 si es treballa amb proporcions, a
100 si es treballa amb percentatges, a 10° si es treballa en parts per milié o
a qualsevol altre valor depenent de la tipologia de la variable que s’estigui
mesurant. Amb aquesta concepcidé menys restrictiva del que per a nosaltres
son les dades composicionals, en la secci6 2 definim les D-composicions com a
classes d’equivaléncia de vectors de RP. D’aquesta manera el simplex SP passa
a ser un més dels possibles espais suport sobre els quals es poden representar
les D-composicions. En la seccid 3 veiem com la transformacié logaritmica
ens porta de manera natural a definir sobre RP una relacié d’equivaléncia, en
correspondéncia amb la definida anteriorment sobre RP a I’lhora d’introduir
les D-composicions. Tot seguit, definim la transformacié logratio centrada que
aplica I’espai CP de les D-composicions en un subespai de dimensi6 D 1 de
I’espai real RP. A les seccions 4 i 5, amb ajuda d’aquesta transformacio i de la
seva inversa, estructurem CP com un espai vectorial euclidia, estructura que es
pot traslladar a qualsevol dels espais suport, en particular al simplex SP. La
seccio 6 la dediqguem fonamentalment a visualitzar sobre el simplex S alguns
dels conceptes afins i méetrics definits sobre I'espai de les composicions en les
seccions anteriors, sense pretendre en cap moment fer-ne un desenvolupament
exhaustiu. Aquesta concepcié molt més general de les composicions com a
classes d’equivaléncia de vectors de RP —prescindint de la necessitat d’haver-
se de restringir al simplex SP— és, doncs, I'aportacié que fa aquest article a
la metodologia CODA, en la linia que s’havia iniciat fa uns anys [3, 4] i que no
havia tingut continuitat.

2 L’espai de les composicions

2.1 Classes d’equivaléncia composicionals

Habitualment, les mesures quantitatives realitzades sobre una mateixa unitat
d’una poblacié (o mostra) es materialitzen en un conjunt ordenat de D valors
positius. Es per aixd que convindrem a anomenar D-observacio a qualsevol

D 1 -vector real w w1 ;wp ° que tingui totes les seves components

mateixa informacid. Aixo ens porta a la definicié segltent.
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Definici6 2.1. Direm que dues D-observacions w; w 2RP s6n composicional-
ment equivalents (o C-equivalents), i escriuremw w , sempre que existeixi
una constant de proporcionalitat k > 0 tal que w  kw . Aquesta relacio clas-
sifica els vectors de RP en classes d’equivaléncia que anomenarem D-composi-
cions. La D-composicié generada per una observacié w 2 RP la representarem
amb w. Per tant,

w Tkw:k2R g:

El conjunt CP de les D-composicions, és a dir I'espai quocient RP= | I'a-
nomenarem espai de les composicions. Simbolitzarem amb ccl (de I'anglés,
compositional closure) I'aplicacié que fa correspondre a cada D-observacié w la
seva D-composicio w, és a dir

ccl: RP .1 P
w ¢ cclw w:

Es clar que les D-composicions es poden interpretar geométricament com
semirectes des de I'origen de coordenades de RP (figura 2).2

w2

1=

W2
cep W

a) b)

Figura 2: Les composicions son semirectes des de I'origen de RP que
tenen el seu representant «lineal» sobre el simplex SP. a) Cas D 2.
b)CasD 3.

2.2 Criteris de selecci6 de representants de les composicions

Per a especificar una composicié w n’hi ha prou identificant un vector d’observa-
cions qualsevol que pertanyi a w. Establirem diferents criteris per a seleccionar
els representants de les composicions de CP.

2 Per motius técnics, en les figures s’utilitza una tipografia diferent de la del text, i els subinde-
X0s es converteixen en afixos.
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Definicio 2.2. IE,I criteri lineal selecciola;i de cada D-composicio w la D-obser-
vacio w w= J-D 1 Wj. Observeu que iD 1wW; 1. Convindrem a simbolitzar
aquesta observaciéo amb ccl_. w. El conjunt de totes aquestes observacions

associades a les D-composicions no és més que el simplex definit a (2).

Resulta evident que si w w , aleshores cclp w ccliw . Per tant, el
representant sobre el simplex SP d’una composicié w 2 SP esta univocament
determinat. Geomeétricament, I’'observacio ccl. w sobre el simplex associada
a la composicié w és la interseccid de la semirecta que representa w amb
I'hiperpla de RP definit per I'equacié w; wp 1 (figura 2). Per a la
dimensio D 3, la representacié de les composicions sobre el simplex S2 sén
els coneguts diagrames ternaris, molt utilitzats en I'ambit de la geologia i
altres disciplines cientifiques que treballen amb dades composicionals. Aquests
diagrames es realitzen sobre un triangle equilater d’algada unitat de manera que
cada punt P interior al triangle W;W>WS3 representa la composicié w associada
a wiiwows %2 S3 on wp;ws, i ws son, respectivament, les distancies de
P als costats WoW3, W1iW3 i W1W, del triangle (figura 3a). Analogament, el
simplex S* queda representat per I'interior d’un tetraedre regular d’alcada
unitat (figura 3b).

w3 W2

wl

W2, w3

a) b)

Figura 3: Coordenades d’un punt en el simplex. a) Simplex S2. b) Sim-
plex S4.

Definicid 2.3. El criteri esféric selecciona de cada D-composiciéo w la D-ob-
servacio w w=kwk. Observeu que kw k 1. Convindrem a simbolitzar
aquesta observacié amb cclg w.

Definiciod 2.4. El criteri hiperbolic seleqsiona de cada D-composicié w la D-
observaciéo w w=g W ,ong w P w; P ésla mitjanégeométrica
de les components de w. D’aquesta manera es compleix que iDlwi 1.

Convindrem a simbolitzar aquesta observacié amb ccly w.
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Com abans,siw w ,aleshorescclew cclew itambéccluw cclyw .
Geometricament, ccle w i ccly w son, respectivament, la intersecci6 de la semi-
recta associada a w amb EP —I’octant estrictament positiu de I'esfera de radi
unitat de RP centrada a I'origen (figura 4a)— iémb la superficie hiperbolica
HP de RP definida implicitament per I'equacié ~ ¢ ,w; 1 (figura 4b).

Es clar que hi ha molts altres criteris per a seleccionar de forma univoca
les observacions que representen les composicions de CP pero els tres que
hem presentat sén els d’interpretacié geometrica més facil. Convindrem a
interpretar els operadors ccl, ; cclg i ccly com a aplicacions de CP (o de RP, si
és el cas) en SP, EP i HP, respectivament.

w3 w2

1=

1 w1

b)

Figura 4: Criteris de selecci6. a) Esferic D 3 . b) Hiperbolic D 2.

3 La transformacio logaritmica sobre I'espai
de les composicions

3.1 Un espai quocient a RP

La transformaci6 logaritmica de RP a RP ens suggereix definir sobre RP una
relacio d’equivaléncia en correspondéencia amb la relacié d’equivaléncia com-
posicional definida abans sobre RP (vegeu la definici6 2.1), derivat del fet que
w w siilogw logw és mudaltiple del vector 15 1;:::;1 °2 RP,

Definici6 3.1. Direm que dos vectors z i z de RP sén L-equivalents, i escriu-
rem z z , siexisteix una constant talquez z 1p. Si considerem
el subespaiU f 1p: 2 Rgde RP, I'anterior relacié d’equivaléncia es pot
reescriure de manera equivalent com

z z O z z 2U:
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Simbolitzarem amb z U la classe d’equivaléncia generada pel vector z de RP.
El conjunt de totes les classes d’equivaléncia, és a dir I’espai quocient RP=U, el
simbolitzarem amb LP. Simbolitzarem amb ucl I’aplicacié que fa correspondre
a cada vector z de RP la seva classe d’equivalénciaz U, és a dir

ucl: RP -¢ D
z 71 uclz z U:

En la figura 5 podem veure com les classes d’equivaléncia z U es poden
interpretar geometricament com rectes paralleles al vector 1. Totes aquestes
rectes sén ortogonals a I'hiperpla (i subespai) V. fz 2 RP : 2’15  0g que
passa per I'origen de RP i és ortogonal a 1. Aixo fa que tots els vectors d’una
mateixa classe z U tinguin la mateixa projeccio ortogonal sobre V. Escollirem
precisament aquesta projeccidé comuna com a representant «canonic» de la
classe i convindrem a simbolitzar-la amb ucly z. Es facil veure com
Pp
i14i :

uclyz z TlD Hpz; (3)
essent Hp la coneguda matriu de centralitzacié d’ordre D D. Aquesta matriu
ésigualalp D Jp, essent Ip la matriu identitat d’'ordre D D, i Jp 1D1‘E,.

z2

z+U

Z1

Figura 5: Interpretacié geometrica de les classes d’equivalénciaz U
delL? R2=U.
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3.2 La transformaci6 logaritmica entre els espais quocients CP i LP

La transformaci6 logaritmica de RP a RP és compatible amb les respectives
relacions d’equivaléncia que hem definit en els dos espais. Es a dir, es compleix
que

w w ;aRP (O logw logw ; aRP:

Aix0 ens permet estendre la transformaci6 logaritmica als respectius espais
quocients CP i LP. Simbolitzarem amb logc aquesta transformacio, és a dir
logc: CP LP
w 7! Jogcw logw U:

Es immediat comprovar que logc és una aplicacio bijectiva. Simbolitzarem amb
expc la transformaci6 inversa logc Yla qual sera donada per

expc: LP -1 b
z U 7% expcz U ccl expz :

Fent la composicié de les transformacions logc i ucly, obtenim una transfor-
maci6 ucly logc de CP en el subespai V de RP, és a dir

Iogic uc&v w
-] Uu ¥ Hpl log———:
w ogw p logw 099 W

Aix0 ens condueix a la definicié segient.

Definicid 3.2. Anomenarem transformacio logratio centrada, que simbolitza-
rem amb clr, la funcié

LAY/

clr; cPb -
| w_ .
w 7@ clrw IoggW :

Aquesta funcio es pot expressar matricialment com clrw  Hp logw. La trans-
formacio inversa clr * és donada per

crt*: v -rx P
z FY clr ~z cclexpz

Aguesta transformacio logratio centrada podriem també definir-la de manera
semblant sobre SP, EP o HP. Aixi, per exemple, la composicié clr ccl, * ésla
trasformacid logratio centrada definida sobre el simplex SP que ja trobem a [2].

4 L’espai afi de les composicions

4.1 L’espai vectorial de les composicions

El fet que el subconjunt U de RP, introduit a la definicio 3.1, sigui un subes-
pai de RP ens permet estructurar I’espai quocient L® RP=U com un espai
vectorial real. Aixi la suma de dues classesz Uiz U sera donada per

z U =z U z z U;
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i el producte d’'una classe z U per unescalar 2 R per
z U z U:

Aquestes dues operacions estructuren LP com un espai vectorial real de di-
mensié D 1, atés que U és un subespai de dimensio 1 de RP.

La correspondéncia biunivoca entre els espais quocients CP i LP, donada per
I'aplicaci6 logc i la seva inversa expc, permet definir sobre CP una estructura
d’espai vectorial real isomorfa a la de LP.

Definici6 4.1. En correspondéncia amb la suma a LP definim I'operacio per-
torbaci6 sobre CP, que simbolitzarem amb , com a

W W expc logcw logcw ccl W1W1;ZZZ;WDWD0 w;w 2CP

Igualment, en correspondéncia amb el producte per un escalar a LP, definim
I'operacio producte extern sobre CP, que simbolitzarem amb , com a

w expc logcw cclwg;iiiswpy 0 w2cP 2R

D’aquesta manera CP; ; quedaestructurat com un espai vectorial real de di-
mensiéo D 1 isomorf a I’espai quocient LP=U. En particular, CP; és un
grup commutatiu en el qual la composici6 1p cel 1;:::;1 0 és

Les operacions i que acabem de definir sobre I'espai CP de les compo-
sicions es poden traslladar a qualsevol dels espais suport SP, EP o HP. Aixi,
per exemple, les operacions pertorbacio i producte extern sobre el simplex SP
seran donades per

X X ccl. xlxl;:::;xDxDO; X ccly Xq;:00%p

per a qualssevol x;x 2SP, i 2R.

4.2 El grup de les pertorbacions

El fet que CP; ;  sigui un espai vectorial real ens permet interpretar també
CP com un espai afi de dimensi6 D 1 queté CP; com agrup de transfor-
macions. D’aquesta manera, una composicié p 2 CP la podem també concebre
com una transformacié sobre CP, que anomenarem igualment pertorbacio, de
manera que a cada composicio X li fa correspondre la composicio p  X. Aix0
fa que el conjunt de totes les pertorbacions sobre CP sigui un grup commutatiu
isomorfa CP; .D’aguesta manera tindrem que:

a) la composici6 de dues pertorbacions p4 i p, no és res més que la pertor-
baci6 associadaa p; po;
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b) la pertorbaci6 associada a la composicié 1p és la pertorbaci6 identitat;
c) per a cada pertorbaci6 p, existeix la pertorbacio inversap 1;
d) donades dues composicions qualssevol

w cel wi;iii;wp i ow ccl wy ;i wp 7

existeix una Unica pertorbacio que transforma w en w . Aquesta pertor-
bacié no és altra que I'associada a la composici6

w_ w ccl wy=wg; i wpEwp

Es a dir, les pertorbacions tenen a CP el mateix paper que les translacions a
I'espai real.

El fet de suposar que el grup de les pertorbacions és el grup «natural» de
les transformacions que operen sobre I'espai CP de les composicions és la
pedra angular de la metodologia CODA. De fet la denominacio pertorbacio
per a designar l'operacié  sobre el simplex SP ja la trobem a [2], tot i que
Aitchison la introdueix com a concepte i no com una operacié interna sobre
el simplex SP. Amb tot aix0d estem acceptant que la mesura de la «diferéncia»
entre dues composicions w  ccl wy;::;wp iw o ccl wy ;i wp Y ’hem

de basar en les ratios WY de les seves components en comptes de basar-la

en les seves diferencies w;  wj.

5 VL’espai vectorial euclidia de les composicions
5.1 L’espai euclidia LP

Abans hem interpretat les classes d’equivaléncia de I'espai quocient LP com
a rectes paralleles al vector 1p de RP. Aixd ens porta a definir de manera
«natural» la distancia entre dues classesz Uiz U de LP com la distancia
euclidiana entre les rectes associades. El fet que aquesta distancia coincideixi
amb la norma del vector diferéncia ucly z uclyz, onuclyz i uclyz sén
les interseccions d’aquestes dues rectes amb I'hiperpla V per I'origen de RP
ortogonal a 1p (figura 6), ens permet definir-la a partir d’'un producte escalar
sobre LP.

Definicid 5.1. El producte escalar h; i de duesclassesz Uiz U de
LP es defineix igual al producte escalar ordinari dels vectors ucly z i ucly z
deV RP, ésadir

hz U;z Ui. huclyz;uclyz i:

Proposicio6 5.2. Es compleix que
(e} 1OR 1
1
hz U;z Ui_ z'Hpz zjz; =@ zA@ z A,
] D . 1
i1 i1 il

per aqualssevolz Uiz U delLDP.
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Prova. N’hi ha prou amb tenir en compte la igualtat (3) i les propietats de la
matriu de centralitzacio Hp. O

z+U
z*+U

T uel V{ze+U}

O/
ucl_V{z+U}

Figura 6: Distanciaentre duesclassesz Uiz Udel® R3=U.
A partir del producte escalar h ; i_ en resulten immediatament les ex-

pressions de la norma i la distancia a I’espai LP. La L-norma d’una classe
d’equivalénciaz U 2 LP sera donada per

25( OR 1231=2
_ 1
kz Uk_ kuclyzk 2z'Hpz *? 8 zj2 5 @ zA £
i1 i1
i la L-distanciaentrez Uiz U per
d z U;z U duclyzuclz z z%MHpz z *?
ZR 05( 1231:2
1
g z; 2z ? 5@ z; zj A 5
i1 j1

D’aquesta manera I'espai quocient LP queda estructurat com un espai
vectorial euclidia.

5.2 L’espai euclidia de les composicions

La transformaci6 bijectiva logc de CP a LP permet traspassar a CP I'estructura
euclidiana que acabem de definir sobre LP.
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Definicio 5.3. El producte escalar composicional de dues composicions w i
w _ de CP es defineix igual al producte escalar de logcw i logcw aLP, ésa
dir
hw;w ic hlogw U; logw Uip:
Analogament, la C-norma d’una composicié w de CP es defineix igual a la
L-norma de logcw a LP, és a dir
kwkc klogw UKk :

| finalment, la distancia composicional entre dues composicions w i w_de CP
es defineix igual a la L-distancia entre logcw i logcw a LP, és a dir

dc w;w d_ logw U; logw U

Proposici6 5.4. Per a qualssevol w i w _de CP es compleix que

hw:w i logw “Hp logw
W, W _Ic Rg p log 0 10 1
1
logw;j logw; = @ logw;A@  logw; A;
. D . . ]
i1 i1 i1
kw k¢ logw °Hp logw 7
1
g logw;j 2 5@ Iogijg ;
j1 j1
dec w;w logw  logw °Hp logw  logw =2
ZR 1, OR 1,312
W 1 W-
2 log —J ) @ log —J_A g
i1 Wi j1 Wi

El fetqueclrw Hplogw log w=g w permet simplificar les expressions
anteriors.

Proposici6 5.5. Per a qualssevol w i w _de CP es compleix que

X Wj Wj
hw;w ic hclrw;clrw i log log ;
i gw gw
ZR w, !231=2
kwke keclrwk 4 log S
. agw
j 1
2 1,3:-
x W, w; 1,91=2
de w;w_ dclrw;clrw 4 log log—— S
w agw

j1
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Per tant, el calcul efectiu del producte escalar composicional, la C-norma i
la C-distancia a I'espai CP es redueix al calcul estandard d’aquests mateixos
valors sobre els vectors de V. RP que s’obtenen en aplicar la transformacio
logratio centrada (clr) a les composicions implicades en el calcul. En definitiva,
tant la transformacio logc com la clr s6n isometries de I'espai vectorial euclidia
CP en I'espai quocient LP i en el subespai V= RP, respectivament.

La terminologia propia dels espais vectorials euclidians és, per tant, aplicable
a I'espai CP de les composicions. Aixi, per exemple, parlarem de composicions
C-ortogonals, de composicions C-unitaries, etc. A més, la distancia composicio-
nal sobre CP complira les propietats habituals d’una distancia en relacié amb
les operacions i definides sobre I'espai de les composicions.

Proposici6 5.6. Per a qualssevol w;wi;w> 2 CP i 2 R es compleix que
dce w wi;w wp dc Wi;wp
dc wi;  wz j jdc wiiwp

Finalment remarquem que I’estructura metrica composicional que acabem
de definir sobre I’espai quocient de les composicions es pot traslladar fil per
randa a qualsevol dels espais suport SP, EP o HP associats a CP.

6 Algunes interpretacions de la geometria euclidiana a CP

6.1 Varietats lineals de CP

Si I'espai vectorial CP I'interpretem alhora com un espai afi, una referéncia afi

R de CP quedara determinada per una composicio o (origen de la referéncia)

i per una base e1;:::;ep 1 de I'espai vectorial CP; : . D’aquesta manera,

les coordenades afins d’una composicié ¢ qualsevol seran els valors reals
1;:::; p 1 tals que

cC O 1 €1 M D1 €p 1

Pero el fet que una composicio sigui sempre la clausura composicional d’un

son Uniques ja que estan determinades a menys d’una constant multiplicativa
k> 0.

Si concebem el subespai V. fz 2 RP : z%1p  0g, definit en la secci6 3.1,
com un espai afi de RP, resultara que les seves varietats lineals son les inter-
seccions de I'hiperpla z; zp 0 que defineix V amb les varietats lineals
de RP. D’aquesta manera, per exemple, els hiperplans afins de V quedaran
definits implicitament per un sistema lineal de dues equacions, una d’aquestes
igual a I'equacio z; Zp 0 i I'altra a una equacio lineal qualsevol
a z; apzp ¢, amb I’Gnica condicié que el vector as;:::;ap ° no sigui
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multiple del vector 1p. El fet que les varietats lineals de CP, que anomenarem
C-varietats, estiguin en correspondéncia biunivoca —via la transformacio6 clr—
amb les varietats lineals de V, ens permet enunciar la proposicio seglent.

Proposici6 6.1. Les C-varietats de dimensié D 2 (C-hiperplans) de CP que-
den definides implicitament com el lloc geométric de les composicions w

ccl wy;:::;wp % de CP que verifiquen una equacié del tipus
a; logw aplogwp c; 4)
on ap;:::;ap i ¢ sbn constants reals tals que a; ap 0, amb no totes

les a; iguals a 0.

Prova. Sigui E un C-hiperpla de CP. Aleshores cIr E sera també un hiperpla de
V. Per tant, els elements z  z1;:::;zp ° de clr E satisfaran una equacio lineal
del tipus a; z; apzZp ¢, amb no tots els coeficients a; iguals entre si.

a, log wi=g w aplog wp=g w c:

Desenvolupant el primer terme d’aquesta igualtat arribem a I’equaci6

1
ai logwq aplogwp c; essent aj & D
Observem com es compleix que a; ap 0 que no tots els a; son
iguals a 0 ja que no tots els coeficients a; son iguals entre si.

Inversament, sigui E un subconjunt de CP, els elements del qual satisfan
I'equacio (4) de I'enunciat. Aleshores, el fet que a; ap 0 permet
reescriure aquesta equacioé com a; log wi=g w ap log wp=g w C.
Per tant, les coordenades dels elements de clr E satisfan una equaci6 lineal a
RP. A més, com que clrE V, podem concloure que clr E és un hiperpla de V
i, per tant, E un C-hiperpla de CP. O

L’equacio (4) es pot escriure de manera més abreujada com a’logw ¢, on
a ai;:::;ap ? ésun vector no nul de RP tal que a’1p 0. Igual que ocorre
a RP, el C-hiperpla de CP definit per I’equaci6 (4) té com a subespai director
el definit implicitament per I'’equaci6 a; logw; ap logwp 0, essent

una altra manera de definir implicitament els C-hiperplans.

Proposicio 6.2. L'equacio implicita del C-hiperpla que passa per la composicio
c i és C-ortogonal a la direccié donada per la composicié v és donada per

logv "Hp logw logc 0O w2CP : (5)
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Prova. N’hi ha prou amb desenvolupar el producte matricial de I'’esquerra
de (5), tot tenint en compte que Hplogw  log w=g w , per a qualsevol
w 2 RP, |

La proposicid 6.1 es pot generalitzar facilment a C-varietats lineals de
dimensioé qualsevol.

Proposicio6 6.3. En general, les C-varietats queden definides implicitament per
sistemes del tipus

essent A ajj: i 1:i5m; 1;:::;D una matriu no nulla de dimensié
m D talque Alp Om. Ladimensi6 de la C-varietat lineal ésigualaD r 1,
on r és el rang de la matriu A.

També resulta immediata la caracteritzacié del C-parallelisme i la C-ortogo-
nalitat dels hiperplans de CP a partir de les seves equacions implicites.

Proposicio 6.4. Siguin Hy i Hy els C-hiperplans definits, respectivament, de
forma implicita per les equacions

allogw ¢ w2cCP i 1.2 ;
amb a; 2 RP no nuls i a?lD 0, peri 1;2. Aleshores,

H1 i H, sén C-parallels sii a; i a» son parallels a RP, és a dir sii a; és
multiple de as.

H. i H, s6n C-ortogonals sii a; i a, son ortogonals a RP, és a dir sii
aja, O.

Les figures 7 i 8 ens mostren exemples de families de rectes C-paralleles i
C-ortogonals en el simplex S3. A partir d’aquests grafics resulta evident el fet
que les imatges grafiques que tenim de «recta», «parallelisme» i «ortogonalitat»
procedents de I'espai real RP no sén valides a I’'espai CP de les composicions,
malgrat ser ambdoés espais métrics euclidians. Aixi, per exemple, com que les
C-rectes de la figura 7b) s6n geodésiques del simplex S® respecte de la métrica
composicional que hem definit en la secci6é 5.2, resulta clar que el C-cami
més curt entre dos punts del simplex no és el segment rectilini entés en la
forma «estandard». Naturalment, pero, si apliquéssim la transformacié logratio
centrada (clr) a totes aquestes rectes de S® representades en les figures 7 i 8
obtindriem imatges «estandard» de rectes paralleles i ortogonals contingudes
enelplazy z, z3 O0deRS.

6.2 Boles de CP

LaC-bola B a;r deradir >0 i centre la composicié a 2 CP és el conjunt de
totes les composicions ¢ 2 CP tals que d¢ ¢;a r, és adir

Bar fc2CP:kc akc rg:
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W1

w2, w3

a) b)

Figura 7: Rectes C-paralleles a S3. a) logw,  logws k, per a
k 2;0;2. b)logw; 2logw, logws Kk, perak 4; 2:;0;2;4.

w1

W2, W3
W2, W3

a) b)

Figura 8: Rectes C-ortogonals aS3. a)r; :w, wsz 0; rp: 2logw;
log w; log w3 0. b) r; : logw; 3logw, 2logws 0;
rp:5logw; logw, 4logws O.

Aquesta C-bola es pot obtenir també aplicant la pertorbaci6 a a la C-bola del
mateix radi centrada a 1p, és a dir

n 0

B a;r a B l1lp;r a c:c2B1p;r
La figura 9 ens mostra les grafiques d’'unes quantes C-circumferéncies repre-
sentades sobre S2. Igual com passava amb les C-rectes, els perfils d’aquestes
circumferéncies composicionals no tenen res a veure amb els perfils «estan-
dard» d’aquestes figures. Fixem-nos com la proximitat a la frontera del simplex
S3 provoca distorsions en els perfils. Aixo és pel fet que la C-distancia entre
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dos punts molt «propers» entre si (en el sentit «estandard» del terme) situats
gairebé tocant la frontera del triangle és molt més gran que la C-distancia de
dos punts amb la mateixa «proximitat» situats en la zona central del simplex.

w1 w1

w2 w3 w2 w3

a) b)

Figura 9: C-circumferéncies a S® de radis r  1=2;1;2. a) Centre: ¢
1=3;1=3;1=3 °. b) Centre: ¢ 2=6;1=6;3=6 .

6.3 Centrat d’'un conjunt de dades composicionals

Si volem estudiar graficament les posicions relatives d’'un conjunt de punts de
R3 (de R o de R?) que estan molt allunyats de I'origen de coordenades tothom
té clar que podem moure aquests punts tot aplicant-los una translacio que els
apropi a I'origen de coordenades. Com que es tracta d’'una isometria sabem que
les distancies entre els punts romandran inalterables. Es clar que aixd mateix
ho podem fer a I’espai de les composicions perqué es tracta d’un espai vectorial
euclidia. Aixo és el que tractem en aquesta seccio.

La definici6é segient és I'equivalent composicional, en relacié amb les opera-
cions i deCP, del concepte estandard de centre d’un conjunt de punts de
RP, en relacio amb les operacions suma i producte.

Definici6 6.5. Sigui un conjunt qualsevol de n composicions wy;:::;wWp de
CP. El C-centre d’aquest conjunt és la composicié g definida per
1 1 1 M
g - wi -~ Wn — Wi (6)
n n n
i1
Proposici6 6.6. Si w;  ccl wig;:::;Wip 02 ¢cb j 1;::::n , aleshores el
C-centre g del conjunt de composicions wi;:::;Wn €és igual a
Oov 1. Ov 1,.,L0
g CCIB@ Wi1A ;:::;@ WiDA g: (7

i1 i1
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Prova. N’hi ha prou amb desenvolupar el segon membre de la igualtat (6)
tenint en compte les definicions de les operacions i introduides en la
seccio 4.1. O

D’acord amb I'equacio (7), la j-ésima component de I'observacié associada al

I'espai, el C-centre d’'un conjunt de composicions estara situat en la «zona
central» del navol de punts que el representa. En canvi, si calculéssim el
centre a partir de la mitjana aritmetica de cadascuna de les components de les
composicions del conjunt, ens podriem trobar de vegades que el punt resultant
no estigués situat en la «zona central» del navol (vegeu la figura 10).

Figura 10: Centre d’un conjunt d’observacions a S® (exemple procedent
de [2]). indica la posici6 del C-centre; indica la posicié del «centre
estandard» (mitjana aritmetica de les components de les observacions).

Si ens fixem en les observacions representades en el simplex S® de la
figura 11a) observarem que estan majoritariament situades a la part superior
del diagrama ternari, molt a prop del vértex W1, pel fet de ser la primera
component molt més gran que les altres dues. Per tant, el navol de punts esta
forca allunyat de I'origen de S3, és a dir del baricentre 1=3;1=3:1=3 °. Podem
centrar-lo aplicant una perturbacié p a les dades del navol. Aixi, si prenem
p g 1 on g és el C-centre del conjunt de les dades, el «nGvol perturbat»
tindra l'origen 1=3;1=3;1=3 % com a nou C-centre (figura 11b). Direm que
hem C-centrat les observacions originals. Si comparem les figures 11a) i 11b)
és clar que les distancies «estandard» entre les observacions originals i les
observacions C-centrades no es conserven. Les que si que es conserven son
les C-distancies. Aixo fa que, si wi;:::;wp son les observacions originals

i wy;:ii;w, les corresponents observacions C-centrades, les ratios d’una
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mateixa component de dues observacions qualssevol es conservin, és a dir

Wij=Wij  Wi=W); j 1;:::;D il 1;::::n

a) b)

Figura 11: C-centrat de les dades composicionals a S3. a) Observa-
cions originals. b) Les mateixes observacions centrades a l'origen
1=3;1=3;1=3 °.

7 Discussio

La problematica al voltant de I'analisi estadistica d’'una determinada tipolo-
gia de dades —com son les dades composicionals— ens ha conduit fins a la
construcci6 d’una estructura algebraica i geomeétrica sobre el simplex, I'espai
suport d’aquestes dades. D’aquesta manera s’aconsegueix donar una coherén-
cia estructural a tota la metodologia CODA. Es cert que alguns estadistics més
aplicats no veuen la necessitat de disposar d’aquesta estructura i es limiten
simplement a aplicar la metodologia estadistica estandard sobre les dades com-
posicionals logratio transformades. Pero és innegable que disposar d’aquesta
base estructural de la metodologia CODA permet comprendre-la molt millor i
aplicar-la correctament. Hem de tenir en compte que molts dels procediments
que es fan servir habitualment en I'analisi estadistica de dades —com soén,
entre molts altres, la regressié multiple, I'ajust per minims quadrats, I'analisi
en components principals i les técniques de classificacio— estan estretament
lligats a la meétrica definida sobre I'espai mostral de les dades. Per tant, és
imprescindible tenir sempre clara la métrica que s’esta utilitzant i sobre quin
espai mostral esta definida. Disposar de I'espai CP de les composicions es-
tructurat com a espai vectorial euclidia ens permet destriar els procediments
estadistics que s6n compatibles amb aquesta estructura a I’hora d’analitzar
un conjunt de dades composicionals. Aixi, per exemple, I’'analisi de les bases



Una geometria euclidiana sobre el simplex 25

de I'espai vectorial SP; i de la classificacié o no d’aquestes bases com
a ortonormals respecte de la C-métrica definida sobre SP, porta a la intro-
ducci6 d’altres transformacions logratio sobre el simplex [10]. Alhora posa
de relleu el caracter no isométric de la transformacié logratio additiva (alr)
sobre la qual es fonamenta en gran part la metodologia CODA introduida a
[2]. La transformacio alr, que envia el vector x X1:::1:%p Y de SP al vector
y  log x1=xp ;:::;log xp 1=xp °de RP 1, toti ser un isomorfisme entre
SP i RP 1 no és una isometria, si sobre el simplex considerem la métrica com-
posicional definida en la secci6 5.2. | aix0 fa, per exemple, que sigui erroni
realitzar una classificacié en grups d’'un conjunt de composicions aplicant la
distancia ordinaria sobre les dades alr-transformades.

Aquesta estructuracio del simplex ha permeés també avancar cap a altres
direccions més allunyades de I'analisi estadistica i més properes a I’algebra, al
calcul diferencial o a la probabilitat. Des d’'una perspectiva estrictament mate-
matica és logic, per exemple, que ens preguntem com es poden caracteritzar
les aplicacions lineals en les quals un dels dos espais vectorials (0 ambdds) és
el simplex SP; : :ocom son les funcions diferenciables de SP en R™, de
R™ en SP o de SP en SM; o0 com sén les funcions integrables definides sobre
SP; etc. Aquests i altres temes, alguns inicialment abordats a [4], s’han publicat
recentment a la monografia [13].

El fet d’introduir la relacié d’equivaléncia entre dades composicionals i
treballar sobre I'espai quocient CP permet ampliar encara més la metodologia
CODA. L’estructura d’espai vectorial euclidia sobre CP permet traspassar-la,
no només al simplex SP, sin6 també a qualsevol espai suport de CP, com ara
la superficie esférica EP o la hiperbolica HP introduides en la secci6 2.2. Aix0
permetria formalment parlar, per exemple, de C-varietats ortogonals o paral-
leles sobre aquestes superficies, tot i que resulta dificil imaginar-se graficament
com son aquestes varietatsenelcas D 3.

La metodologia CODA té també el seus detractors, sobretot en I'ambit de
les ciéncies aplicades, com ara la geologia [15, 16, 17]. La majoria de critiques
consisteixen a no acceptar la necessitat d’aplicar transformacions a les dades
composicionals quan els métodes estandard d’analisi estadistica aplicats sobre
les dades originals «funcionen» sense problemes. Aquest pragmatisme porta
sovint I'investigador aplicat a resultats que, tot i semblar versemblants, son
incorrectes. Massa sovint s’ignora un principi basic en I'analisi estadistica
com és que cal tenir sempre en compte quin és I'’espai mostral suport de les
dades que s’estan analitzant. En el cas de les dades composicionals és clar
gue I'espai mostral no és I'espai real sin6 el simplex. Es cert que quan les
dades estan situades en la zona central del simplex, els resultats numerics
derivats d’'una analisi estandard de les dades i els d’una analisi basada en
la metodologia CODA presenten diferéncies petites. En canvi, quan I'analisi
estandard s’aplica a conjunts de dades que estan situats a prop de la frontera
del simplex, ens podem trobar amb resultats inversemblants, com ara que els
intervals de confianca de les estimacions caiguin fora del simplex. Allo que
sovint costa d’acceptar als investigadors que es limiten a aplicar la metodologia
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CODA sense voler entendre minimament quins son els seus fonaments, és tot el
que fa referéncia a la distancia composicional. Aixi, per exemple, suposem que
tenim les segilients quatre composicions de S3: A; 0;300; 0;200; 0;500 °, A,

0;200;0;300;0;500 °, B;  0;980;0;010;0;010 i B,  0;970;0;002;0;028 °.
Resulta que la C-distancia entre A; i A, és igual a 0;57, mentre que entre
B1 i B2 és igual a 1;88. Certament, resulta dificil que la nostra mentalitat
euclidiana —que tendeix d’entrada a comparar els valors numerics basant-se
en diferéncies i no en ratios— accepti que la distancia entre les composicions
B1 i B2 és aproximadament tres vegades més gran que la distancia entre A; i
Ay. Cal dir, pero, que aquesta no acceptacio espontania d’una realitat numeérica
matematicament fonamentada desapareixeria si puguéssim representar (0
imaginar) les nostres dades composicionals sobre la superficie hiperbolica H3
en comptes del simplex S2.

Finalment, no es pot ignorar que una dificultat important de la metodologia
CODA és la impossibilitat d’aplicar les transformacions logratio a les compo-
sicions gque tenen alguna de les seves components igual a zero. En cas que el
valor nul d’una component es pugui interpretar com un valor inferior a un
determinat limit de deteccio, té sentit reemplacar el zero per un valor positiu
molt petit utilitzant les técniques de substitucié que es fan servir habitualment
en el tractament de dades mancants, tot mantenint la coheréncia composicional
de les dades [11, 12]. D’altra banda, quan el valor nul representa efectivament
un zero absolut I'estratégia que cal seguir es fonamenta en el fet de suposar
que aquests zeros caracteritzen determinades subpoblacions les quals han de
ser modelitzades mitjancant models condicionals. Tanmateix la soluci6 del
tractament composicional d’aquest darrer cas de zeros resta encara oberta a
I’espera d’'una metodologia completa que sigui compatible amb la metodologia
CODA que s’ha presentat en aquest article.
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